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中文摘要 
本研究旨在探究數學歸納學習模組對國小學生邏輯推理之影響。研究參與者為三

班共 82 名國小六年級普通班學生，此三個班級隨機分成 ICT 心智工具組、實物操作

組及控制組。三組學生接受相同的前測、數學歸納學習模組以及後測，唯一的不同是

學習模組實施的方式。透過共變數分析檢核不同組學生在數學歸納學習上有何不同；

此外，透過階層線性模式分析三組學生起始組型設計能力與該能力成長斜率之差異。

研究結果顯示在整體的邏輯推理表現上，ICT 組顯著優於實物組與控制組，而實物組

與控制組則沒有顯著差異，結果亦呈現 ICT 心智工具可協助學生透過圖形鷹架掌握關

鍵，以有效增進邏輯推理能力，在反思調整中達到知識質與量的擴充。 
 

關鍵字：邏輯推理、數學歸納、對應、遞迴、函數 
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壹、緒論 

長久以來邏輯推理（logical reasoning）一直是數學教育的重要內涵之一，清晰的邏

輯推理能力是有效學習的關鍵。本文第一作者曾訪談國內科技大廠，發現擇才要件首重

邏輯推理能力，此能力之所以受到如此重視，在於它是各領域解決問題的基礎。邏輯推

理能力與生活中的各種能力具有高度相關，像是推測、做決定、社會判斷等（江淑卿，

2007；Deloache, Miller, & Pierroutsakos, 1997; Mayer, 1991; Wright & Dowker, 2002）。美

國 NCTM（National Council of Teachers of Mathematics）早已將邏輯推理納為教學主題

（NCTM, 2000）；國內的九年一貫課程以及現行的十二年國教課程也都將邏輯推理列為

重要議題，強調學生應發展推理能力以解決日常生活問題與生命問題（教育部，2003；

教育部，2014）。然而，邏輯推理的教學是實務教師的最高挑戰，不同的教材教法關係

到其教學成效（朱綺鴻，1999；Kuchemann, 1981）。本研究嘗試結合科技化的 ICT
（Information and Communication Technology）輔具，期待讓學生透過鷹架建構系統性推

理的策略，以降低推理歷程的認知負荷，內化與延展邏輯推理的成效。本文邏輯推理的

課程聚焦在數學歸納（mathematical induction），乃因其在數學領域上佔有其獨特的地

位，雖然此議題不屬於國小課程範疇，但若提供學生前導經驗，養成自主嘗試歸納的解

題習慣，有助於未來擴展推理思考的層次。相關研究證實在小學階段實施數學歸納教學

的可行性與價值性，比如陳沅（2007）在知識移轉鷹架化模式效益的研究中，初步證實

圖形推理的學習在資優學生和普通學生的數學幾何全觀推理上能產生效果；此研究觀察

到學生從發現對應關係到建立抽象化模式的過程中的確存在相當大的鴻溝，此給教學的

啟示是教師必須協助學生跨越這道鴻溝，然而該研究並未探討學習過程中不同階段的推

理能力之差異，因此本研究嘗試針對此進行更深入的相關探究，以期在教學實務與學術

理論上有所貢獻。 

貳、文獻探討 

一、邏輯推理的內涵 

邏輯推理主要涵蓋演繹（deduction）、歸納（induction）與溯因（abduction），三者

彼此相輔相成（Menzies, 1996; Thagard & Shelley, 1997）。演繹推理是將一般通則推論到

特殊事物或情境的思考方法；學習者必須把舊道理用在新事例，並對其合理性加以推

斷，從而獲得嚴謹的結論。歸納推理意指從各個單獨事物中發現共同的特徵形成一般通

則，所謂的一般通則可能是共同的類別、共同的功能、共同的因果關係等，由於是在許

多事物中找出共同之處，所以歸納法與類比法（analogy）有緊密的關聯（毛連塭，2007；

張春興，1995）。在各種邏輯推理的方式中，歸納推理較為貼近人類的生活經驗，乃因

人類在了解與適應周遭環境時往往運用到歸納推理（Arslan, Göcmencelebi, & Tapan, 
2009）。傳統的推論統計中，在母群體中抽取樣本，從樣本個體的共同屬性去解釋母群

體，此作法亦為歸納法的實例。根據上述，演繹推理在於應用通則而歸納推理在於產生

通則（高哲翰，2002；陳瑞麟，2003；張春興，1995）。而溯因推理，係根據手邊所能
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獲得的資料形成解釋性的假設（explanatory hypotheses），並對此假設進行評估的過程，

例如醫學診斷、錯誤的分析判斷、法律推論等（Thagard & Shelley, 1997）。 
一般來說，進行推理思考歷程時會涉及到大家都知道或接受的通則，特殊的事例，

以及事情發生後的結果三個部分（張春興，1995）。運用上演繹推理用來導出結果，歸

納推理用來形成通則，溯因推理用來推測事例，每種推理對知識的累積與擴充皆有其獨

特的功能，教學設計可針對不同邏輯推理需求來設計課程。 

二、數學歸納的內涵與教學設計 

數學歸納法是數學證明方法，源自 16 世紀數學家 F. Maurolico（1494~1575），此方

法在數學上佔有重要地位，通常難以證明的公式，往往由數學歸納法推演而得。歸納法

與數學歸納法常被誤認為是包含的關係，朱綺鴻（1999）提到教師對在教學時常混淆二

者，且在符號表徵與推導步驟的用詞有欠嚴謹，因此釐清二者在內涵上的差異，能使數

學歸納的教學設計更為有效。 
（一）數學歸納的內涵 

歸納法強調許多事例中發現共同之處形成通則，乃基於相同經驗所獲致的結論，其

推論基礎在於有限範圍內具有的普遍性推論；數學歸納法則是嚴謹演繹推理法

（deductive reasoning）的論證範圍延展，體現了知識從有限到無限的境界。數學歸納法

的證明起始步驟是驗證一敘述在 n = 1 時成立，第二步是推遞步驟，假設此敘述在 n = k
時成立，推導 n = k + 1 時亦成立，則 k 與 k + 1 提供無限延續性，完美詮釋此敘述的存

在。數學歸納推理步驟的邏輯具有一致性，若能在國小推理課程設計學生能接受的推理

策略，啟迪學生在系統推理的思考中發現脈絡，此歷程學習所獲致的前導經驗，對於未

來銜接國高中的數學歸納必有莫大助益。其內涵具有以下特質： 
1. 關係對應的內涵 
數學歸納法牽涉較多關係對應（relational matches），關係對應強調兩集合之間存在

一個邏輯法則，當學生需要將既有的概念連結到新知識的概念上，可透過對應關係來建

構出邏輯法則。通常高成就者比較能覺察知識體中的關係對應，而低成就者偏向於表面

的屬性對應（property matches），因此教學設計應著重概念與類比物（analogs）之間的

關係對應，以協助學生產生適當的類比對應及詮釋（邱美虹、高淑芬，1999；Gentner, 2010; 
Gentner & Smith, 2012）。 

2. 遞迴歸納法的內涵  
遞迴歸納法是研究數列最重要的策略之一（D’Angelo & West, 1999; Grimaldi, 1999; 

Kelley & Peterson, 2000），遞迴數列隱含固定規律，透過遞迴歸納法，將問題區分成較

小思考層面，以覺察出系統的推理思維，並透過第 n 項（an）和前一項（an-1）關係，建

立遞迴序列方程式。將遞迴做為系統關係建置的策略，能協助學生在較開放的推理議題

中思維聚焦，導引推理的脈絡。 
3. 模式化歷程的內涵 
推理是國小高年級的教學重點之一，然學習的內涵通常難以轉化至國高中的數學歸

納。Kuchemann（1981）也指出學生在推理中導出通則是困難的，因此提供學生模式化
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歷程的豐富經驗，有助於協助學生發現函數關係中的意義，而不是純注意關係中的符

號。Wagner 與 Parker（1993）指出發展函數概念前的學習基礎，應跳脫機械性的演算，

重視學生符號演算時的理解，具體作法包含提供函數多元表示法，比如數量表示、圖像

表示與解析表示等。許多學生與函數概念的初始經驗是透過數列推理獲致，例如：任给

一個 n，若 n = 0，1，2，3 時，求 2n 的值（Vinner & Dreyfus, 1989），這些早期推理經

驗若結合關係對應與遞迴歸納法，有助於將函數關係清晰化。 
（二）數學歸納的教學設計 

數學歸納的課程設計往往侷限在三階段的模式推演訓練，與學生的生活經驗較難關

連，學生難以內化與轉化。提供國小階段適切有趣的學習情境，建構結構且系列的推理

學習，輔以圖像化的科技協助學生獲得早期經驗，奠基未來更高層次的推理基礎，此為

可努力的方向。教學相關設計簡述如下： 
1. 科技學習模組設計 
進行數學歸納時學生的學習速度與抽象化程度差異性大，因此本研究採模組化教學

設計，模組化教學是美國科技教育課程的趨勢之一（李隆盛，1994），依照模組單元設

計的學習時間可讓學生依自己的學習速度彈性處理（鄭竣玄、黃啟彥，2003）。學習模

組的內容以問題解決為導向，由三個推理層次的問題組成，強調數學歸納的策略學習。 
2. 降低認知負荷設計 
認知負荷為在學習新事物時工作記憶的負荷，抽象程度越高的教材所造成的認知負

荷也越高（Sweller, 2004）。以國小學生為對象的數學歸納教學設計必須降低推理歷程的

認知負荷，實務設計上可結合 Bruner 的螺旋課程（spiral curriculum）設計原則，將複雜

的學習素材依據推理結構作適切分割，並提供圖形或操作物，強化學習者的視覺表徵，

協助學習者啟動長期記憶的知識基模，有效掌握歸納歷程的關鍵（Harris & Nunez, 1996; 
Markovits, 1995; Pears & Bryant, 1990）。 

3. 空間視覺運用設計 
Reiss、Klieme 與 Heinze（2001）指出以空間關係進行非形式化的推理逐漸提昇至

形式化的推理是教與學的有效邏輯論證，Lohman（1979/1988）也強調空間視覺化（spatial 
visualization）能刺激學生心像與轉換（transformation）能力，此能力有助於學生在不同

維度之間流暢互換（林小惠、熊召弟、林世華，2006；Harle & Towns, 2011），此點呼應

本研究直線分割平面的空間幾何分割歸納運用之推理表徵。 
4. 圖形與代數表徵轉換的能力 
Zaslavsky（1997）認為傳統教學上由代數轉換成幾何圖形的學習順序，容易讓學生

在函數模式化歷程產生概念發展障礙，若改由幾何圖形轉換成代數的學習模式，應能避

免迷思概念的產生。黃志賢（2014）在數學建模的研究結果中發現國內多數學生缺乏圖

形與代數表徵轉換的能力，阻礙學生函數模式化概念的形成。顯然結合幾何圖形協助提

升推理層次能模式出函數，能改變學生只重視形式層面的歸納步驟，為高層次抽象化學

習提供一扇推理之窗。 
5. 遞迴的運用 
本研究主要的歸納推理模組是運用遞迴的教學策略，作為學生在對應與函數關係覺
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察的橋樑。教學活動中所設計的數學歸納學習模組，乃按照抽象程度安排由直觀推理到

模式化推理，內涵包括對應、遞迴和函數低中高三種層次，低層次對應強調自變項與因

變項之間的對應，中層次對應強調相鄰兩個因變項的遞迴關係，本研究課程設計的遞迴

解題三步驟如下： 
（1）根據題目條件構造一個數列{an}（F1，F2，……F8）。 
（2）透過數列前幾項值（K = 1~8），建立相鄰項間的遞迴關係（FK~FK-1）。 
（3）解遞迴關係式：求解一般項 an，n ≥ n0，滿足方程式 f（an, an−1, . . .）= 0（由 K 

= 1~8 的關係延伸至 K = n 的關係）。 
6. 階層的運用 
本研究嘗試將國小孰悉的推理題目轉化成學生較不孰悉的類型，希望學生跳脫過去

推理時的解題模式，改以開放的實作操作情境，在解題中歸納出問題的核心模式。數學

歸納學習模組結合數量與圖像的互補功能，教學設計包含對應、遞迴和函數推理三個階

層的能力，具體說明如下： 
（1）對應推理能力：透過空間圖形對應直線分割平面最大化的推理學習系統，覺

察數列模組中自變數（K 條線）與依變數（區塊數 FK）之間的對應關係。 
（2）遞迴推理能力：透過空間圖形對應直線分割平面最大化的推理學習系統，覺

察數列模組中相鄰兩個依變數（K-1 和 K 條線所分割區塊數 FK-1 和 FK）之間

關係。 

（3）函數建構能力：透過空間圖形遞迴推理學習系統，在 F1、F2、F3…..FK 的數列

模組中推得 FK 和 F1 的關係，並導出函數關係。 

四、ICT 心智工具在數學歸納教學之應用效益 

隨著雲端時代的來臨，科技運用在教學中不但是必然，也呈現快速與多元樣貌。技

科運用在高認知負荷的學習活動是美國 SCANS（Secretary's Commission on Achieving 
Necessary Skills）的教育方針，而解決問題的科技能力（technology skills）培養更是教

學重點。真正決定科技能否導致有效教學在於科技要用得巧，而不是用得多。ICT 所呈

現的教學潛力，是值得持續探討，學生使用 ICT 來傳播信息，互聯網技術以 ICT 呈現活

潑的互動方式，ICT 所提供的優質教育學習超越以往所能想像，含括教師發展專業能力，

學生進行問題解決和實證推理任務。在高層次的邏輯推理中，重要的關鍵是如何借助 ICT
的流暢溝通性，讓學生突破純靠數字的推理，難以達到意義化與抽象化的困境。設計適

切的科技化 ICT 鷹架，協助學生逐步形成概念化知識的應用效益是值得探討。 
（一）心智工具運用效能探討 

以電腦革新與多元應用兩個特點融入教學的心智工具（Mindtools or mental tool），

被 Jonassen（2000）視為能增進學習者創造力與推理能力，發揮他們最大潛能，並有助

於他們表現知識的結構與組織方式。心智工具所強調的不是具體的設備，而是超越實體

工具的心智運思觀念，促使學生淬鍊認知運思，所以既是科技化知識建構工具，亦為學

生的智能夥伴（intellectual partners），能協助學生進行分析性推理，產出概念間的因果

關係（Jonassen & Yueh, 1998），發展認知策略以建構完整知識並且形成有意義的知識網
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絡（Yeh & Lo, 2005）。Jonassen（1996）列舉出心智工具包括資料庫管理系統（database 
management systems）、試算表（spreadsheets）、視覺化工具（visualization tools）、微世

界（micro worlds or simulation software）、語意網路（semantic networks）與專家系統（expert 
systems）等。在數學歸納學習中學生必須發展出批判思考能力，此種思考性屬於反省式

思考。根據 Norman（1993）所言，反省式思考牽涉到比較、推理、做決定、問題解決

等的認知狀態。有效的反省式思考需要有組織系統的程序與方法來協助，透過心智工具

系統引導，協助學生擴展認知功能，指引學生在知識建構中進行思考，發展出反省式思

考（Jonassen, 2000）。 
從訊息處理的角度來看，運用心智工具的提示功能有助於學生統整學習策略，進而

建立訊息處理時的內外在連結（江民瑜，2013；Schunk, Pintrich, & Meece, 2008）。另外，

科技化的心智工具具備知識流通優勢，讓創新知識在複製使用上超越時空限制，達成快

速整合與推廣知識的目標（Rogers, 1995）。國內相關研究亦證實心智工具的教學效果，

比如廖本裕（2010）建置寫作認知的心智工具平台有效提升學生寫作能力；陳沅、洪碧

霞、林宜樺（2003）則透過科技化心智工具檢視概念理解的過程，探索學生如何連結學

習中的關鍵成分以進行有意義的思考，使知識脈絡更為精緻化。Wood、Bruner 和 Ross
（1976）提出心智工具減輕學生運思時的認知負荷，並協助他們在嘗試解決問題的歷程

中覺察學習的關鍵特徵。Jonssen、Peck 和 Wilson（1999）亦提出心智工具具有積極性、

學習增益性、蓄意性、真實性等特質。綜合上述，本研究結合心智工具的創新知識的複

製性、檢視概念理解程度、視覺提示功能性、減低認知負荷、知識脈絡組織功能，讓學

生在系統性實作模式下完成問題解決導向的學習任務，並在學習歷程的認知運作與策略

調整中整合知識。 
（二）ICT學習鷹架運用探討 

本研究的圖像化數學推理 ICT 鷹架，涵蓋對應推理鷹架、遞迴推理鷹架與函數推理

鷹架，該鷹架具備系統性路徑引導，讓學生在自變項與因變項之間的對應中發現其因果

關係，逐步模式化以導引出函數關係。ICT 的運用優勢各國早已積極將之融入在學習活

動中，比如英國將 ICT 納入國中小學的能力指標，且分科規劃行為指標與指導策略

（Qualifications and Curriculum Development Agency [QCDA], 2011）；日本在 2003 年的

科技教育政策白皮書中將資訊科技（Information Technology, IT）改成 ICT，旨在強調運

用科技主動地表達與溝通（徐式寬、關秉寅，2011；Vallance, 2008）。本研究利用 ICT
的溝通便利性在解決直線分割平面的數學歸納問題上，提供圖像化的 ICT 鷹架，讓學生

透過圖形的分割操作去領悟最大化的關鍵因素，並在遞迴鷹架協助下找出函數關係。ICT
鷹架的回饋功能引導學生在新舊知識交互作用下進行反省式思考，陳沅、洪碧霞與林宜

樺（2003）應用 ICT 工具的研究案例中，提供國小學生系統性的引導可參考的成功案例，

也證實輔以視覺化 ICT 工具的歸納推理訓練，可減少盲目的嘗試，激發學生最高的學習

潛能。另外，Krutetskii（1976）與 Presmeg（1985）的研究皆證實圖像化的視覺基模對

引導解題的推理過程有所助益。 
本研究的鷹架幫助學生實作學習數學歸納的推理，按抽象推理層次由低至高分成最

低層次的數量對應，遞迴推理，抽象延展到最高層次的函數關係，所提供的對應推理鷹
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架，特點是系統性推理的引導，讓學生按次序觀察出由 1~8 條與所分割的塊數之間的對

應關係；遞迴推理鷹架透過數列前幾項值（K = 1~8），建立相鄰項間的遞迴關係

（FK~FK-1）。 
學生對圖形與空間的了解大致可分為知覺性了解、操弄性了解、構圖性了解、論述

性了解等階層，本研究中的學習模組期待藉由科技化鷹架學生能建構系列推理策略，由

嘗試推理層次提升至分析推理層次，由充分知覺性了解漸進到論述性了解，最後達到論

証推理。主要目的簡述如下：     
1. 探討 ICT 工具對高層次推理學習的運用效益。 
2. 探討國小高年級學生在進行數學歸納歷程中圖形設計的創意成長。 
3. 分析國小高年級學生在直線分割平面最大化的問題上所犯的典型推理錯誤。 
4. 探討 ICT 工具與其他學習模式在運用效益上有何差異。 

參、研究方法與實施 

本研究透過準實驗研究設計檢核用三種不同方式呈現數學歸納學習模組的效果，同

時分析學生在學習數學歸納時所出現的迷思概念類型，以作為日後適切的補救教學，研

究方法與實施過程說明如下： 

一、研究參與者 

研究參與者來自於臺灣南部某都會區某國小的三個六年級普通班，共 82 名學生，

該校在學生數上屬於中型學校。該校六年級共有四班，其中的三班以整班為單位隨機分

派至三組：ICT 心智工具組、實物操作組以及控制組。分派至 ICT 心智工具組的班級有

27 位學生，分派至實物操作組的班級有 26 位學生，而分派至控制組的班級有 29 位學生。

由於此三班皆屬於同一學校，且該校實施常態編班，因此各班能力水準大致相同。 

二、研究流程 

本研究流程分為三階段，第一階段為數學歸納課程與測驗工具發展階段，第二階段

為數學歸納學習階段，第三階段為學習效益分析與評估階段。表 1 呈現研究流程，相關

細節簡述如下： 

（一）數學歸納學習模組發展階段 
首先發展數學歸納學習模組與數學推理測驗（mathematics comprehensive test, 

MCT），學習模組的內容稍後會有詳細的介紹，而 MCT 為檢核學生學習後一般數學推

理能力是否有成長的前後測工具。由於本研究認為數學歸納的教學必須回歸到學生一般推

理能力的增長，因此 MCT 的內容不單侷限在實驗所聚焦的數學歸納問題上，而是涵蓋

數量與幾何全面性推理問題，評估實驗組與控制組在整體推理性的核心能力是否有差異。

MCT 為紙筆測驗，題型為選擇題，共 30 題，在難度層級上屬於概念理解 15%，程序執

行約 30%，解題與思考約 55%。MCT 由多位資深數學典範輔導員共同研發，同時建立

專家效度，MCT 範例如附錄一所示。此外，在以資優生為樣本的先前研究中，發現組

型設計可作為鷹架協助學生覺察數學歸納的關鍵因素，因此數學歸納學習模組包含數量
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推理與組型創意設計，並據此結合視覺優勢發展組型設計測驗（pattern-oriented test, 
POT），作為學習歷程中的動態評量（dynamic assessment），以評估學生在數學歸納學習

歷程初期、中期與後期的創意成長潛力與迷思概念。範例如附錄二所示。 
（二）數學歸納學習階段 

第二階段的程序採「數學推理測驗（MCT）前測、數學歸納學習模組的實施、數學

推理測驗（MCT）後測」的方式，三組學生皆接受相同的前後測，測驗工具為上述的

MCT。數學歸納學習各組每周進行兩節，持續三周共六節，教學者皆為第一位研究者。

三組學生皆以相同的數學歸納學習模組學習，不同之處在於實施的方式；其中 ICT 心智

工具組透過科技化圖形鷹架進行數學歸納的學習，該學習輔具是建構在 GSP 的學習系

統，具備動態位移操作便利性；實物操作組則提供學生方便取得的長棒形實物進行操作

學習；控制組學生在老師的教導下以紙筆進行相同問題的數學歸納學習。本階段同時啟

動教室觀察，由第一研究者觀察學生的推理歷程表現。過去的研究往往僅比較 ICT 組與

控制組，本研究加入實物操作組藉以探討多一種課程發展的方式，並同時比較本研究的

學習模組以實物操作之成效。Gradner（1999）配合其多元智能理論（theory of multiple 
intelligences）中的八種智能提出多種切入點（entry points），其中一種切入點為動手操

作式，對應到肢體動覺智能（bodily-kinethetic intelligence）－善用整個身體表達思想與

情感以及靈巧使用雙手製作或改變物品之能力，動手操作式讓學生有機會去實際操作物

品而達到內容理解（王為國，2006；Armstrong, 1994）。本研究三組中的實物操作組即

透過動手操作式讓學生進行數學歸納的學習。 
（三）數學歸納學習成效分析階段 

分析階段主要在評估數學歸納學習模組的效益與學生的迷思概念，效益評估分為兩

部份，首先是分析三組學生在 MCT 上的表現，檢核不同組在數學歸納的學習成效；同

時分析學生在 POT 歷程中所呈現的結果，檢核不同實驗處理對學生的組型創意表現是

否造成差異。 

三、研究設計 

（一）數學歸納學習模組設計與實驗處理 

本研究採準實驗法，所設計的數學歸納學習模組的內容強調系統性與階層性，學習

目標是讓學生在直線分割平面的問題中，主動建構出自變數（直線數）和因變數（分割

塊數）之間的函數關係。問題解決情境採開放性設計，如表 2 所示，數學歸納 ICT 鷹架

回饋系統如圖 1 所示，模組包括數學歸納的數量推理與組型創意設計兩個學習任務。 
1. 數學歸納學習模組的系統性與階層性 
學習模組以問題解決為導向，強調數學歸納的策略學習，所以學習不僅是一個題目，

而是這類問題推理的策略。學習模組的系統性設計包括學習材料呈現方式以及思考路

徑。自變項（直線）出現的系統性分為三部分，第一部分是直線 1 條逐步累增到 8 條與

因變項（平面分割塊數 F1~F8）的關係覺察；第二部分是提升抽象層次到 12 條直線與平

面分割塊數 F12 的關係覺察;最後提升至 N 條直線與平面分割塊數 FN 的函數關係建立（如

表 3 所示）。思考路徑則配合學習單的問題系統回答，導引學生在學習中建構系統的推
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理思考地圖。 
 
表 1 
研究流程與重點 

階段 項目 時間（102 年） 內涵 執行重點 

一 數學歸納學習 
模組發展階段 

09 月 15 日- 
10 月 25 日 

發展數學歸納學習模組
研究者設計 
建立專家效度 

發展 MCT 測驗工具 
內容為全觀性推理內容

八位數學輔導員命題 
數學專家審題 

發展 POT 測驗 
內容為圖形組型設計 

研究者設計 
建立專家效度 

二 數學歸納 
學習階段 

10 月 25 日- 
11 月 25 日 

每組每周 2 節課 
進行 3 周共 6 節 
（第一研究者進行教學）

1. 進行 MCT 前測 
2. 進行數學歸納學習 

￭對應推理教學（1 節） 
￭遞迴推理教學（1 節） 
￭函數推理教學（1 節） 

3. 進行數學歸納圖形創意 
￭組型設計初期（1 節） 
￭組型設計中期（1 節） 
￭組型設計後期（1 節） 

4. 進行 MCT 後測 

 
數學歸納學習 
模組分析階段 

11 月 25 日- 
12 月 30 日 

MCT 前後測表現 
POT 學習歷程創意表現 

1. 分析學生在 MCT 前、後測差異

2. 分析學生在 POT 初、中、後期

歷程表現 
3. 分析學生在 POT 的迷思概念 

 
再者，數量推理階層設計按問題解決的抽象層次由低至高分為對應、遞迴和函數推

理三個階層，每個階層各有不同的策略運用，學習單如附件三所示。在低抽象層次的對

應推理中，引導學生將孰悉的直觀學習結果依序紀錄在表格中，以發現因變項（F1~F8）

之間的數量變化；中抽象層次則建構半抽象的遞迴策略，亦即建立 F1~F8 中相鄰兩個因

變項（FK－1 和 FK，K = 1~8）之間的遞迴關係；高抽象層次的學習內涵為建構函數關係，

由第二階層所覺察的 FK－1 和 FK 遞迴組型，推衍出 F（K）的函數關係。整個數學歸納學

習模組教學的流程如附錄四所示，可讓教師在設計教案時有所依循。 
2. 組型創意性設計 
由於陳沅（2007）在知識移轉鷹架化模式效益的研究中，以資優生為研究樣本做過

一系列數學歸納的研究，包括直線分割平面、圓分割平面等，發現學生在嘗試解題中若

沒有系統性排列，解題成功經驗僅侷限在線分割面問題，若透過組型設計所獲致學習策

略，則有助於數量推理的同構（somorphism）問題產生遷移效益。因此本研究延續先前

的發現，特別將組型創意設計作為學習任務，同時將組型設計測驗（POT）作為數學歸

納學習時創意表現的分析依據，該組型創意性設計提供 8 條線，讓學生設計出將平面分

割最大化的圖形組型，圖形組型評分規準包括正確性、系列性與獨創性（Chen & Hung, 
2010）。根據學生在歷程中的設計，探討初、中和後期的獨創性進展表現，以及典型迷

思概念。 
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表 2 

數學歸納學習模組的開放性問題 

學習任務：平面上 N 條線最多產生幾個區塊？ 
作業設計類型：ICT 組作業系統為 GSP（The Geometer's Sketchpad） 

作業設計問題情境： 
1912 年 4 日鐵達尼號在加拿大的海面上撞上冰山而沉沒，多年後探

險家在它的殘骸中發現一幅女子的畫像，這幅畫像在蘇富比的拍賣會上被

一名收藏家購買，他公開徵選設計藍圖，希望有人能以雷射線設計將牆壁

分成最多塊，形成最安全的雷射網，以保護這幅畫像。小朋友請你來設計

看看，如何幫助收藏家完成心願？ 

 
表 3 
數學歸納學習模組設計與實驗處理

作業 情境 內涵 數學歸納學習 自變項 因變項 節 

直線 
分割 
平面 

收藏 
家雷 
射網 

對應 
系統 

 提供 1~8 條直線，學生進行系統性嘗試

將平面分割最大化。 
 覺察直線 K = 1~8 的最大分割面 FK 的

數量對應關係。 

直線 
數量 

K = 1~8 

分割 
塊數 
F1~F8 

1 

遞迴 
關係 

 覺察分割面 F1、F2…F8 相鄰兩項的數量

遞迴關係。 K = 1~8 FK-1、FK 
1 

 推衍 F12 和 F11 的遞迴關係。 K = 11~12 F11、F12 
函數 
關係 

 F（K）（K = 1~8）函數建構關係。 K = 1~8 F（K） 
1 

 F（K）（K = 1~N）函數建構關係。 K = 1~N F（K） 

圖形 
組型 
設計 

組型 
甄選 

創意 
設計 

 設計 1~8 條線將平面分割最多塊的組

型圖形。 
 收集學生初、中和後期組型圖形的創意

表現和迷思概念。 

K = 1~8 
圖形 
組型 
設計 

3 

 

（二）數學歸納學習模組的評分規準 

表 4 呈現數學歸納學習模組評分規準，評分等級區分四個等級，量化分數為 0~3，

對應推理的評分依據是覺察 K（1~8）條線與平面分割塊數（FK）的正確程度，以及 K
比 K-1 條線最大分割下所增加的交點數；遞迴推理的評分是根據能否建構相鄰 2 個依變

圖 1 數學歸納學習 ICT 鷹架回饋系統（改自 Chen & Hung, 2010, p980） 
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項（分割塊數 FK-1 和 FK）的關係；函數關係的評分是根據能否建構出函數 F（K）的抽

象關係。表 5 呈現組型設計評分規準示例，如前述包含正確性、系統性與獨特性三項，

正確性是指創作的圖形滿足直線分割出的區塊數 FK 達最大；系統性是指圖形的組型清

晰，由 1~8 線的區塊數 FK 設計關係中，可以覺察 K = 9 之後的組型設計趨勢；獨創性則

依據前導研究中 200 多件學生設計的圖形，按出現率為評分依據，獨特性作品必需出現

比例小於 16%（約在正一個標準差以上）。圖形設計作品評定由第一研究者與參與實驗

觀察者負責，評定前先接受評分訓練與試評，試評時先針對評分規準進行理解與溝通，

再正式進行評定，評分者間信度是 0.91。學生在組型設計的分數為正確性、系統性與獨

特性三項的和，由低、中、高 3 期設計量化分數的變化趨勢評估學生創意成長的表現。 
 

表 4 

數學歸納學習評分規準 

學習活動 3 分 2 分 1 分 0 分 
 自變項 K：直線數  依變項 FK：直線分割平面的區塊數 

直

線 
最

大 
分

割 
平

面

數

學

歸

納 

對應 
推理 

 能寫出 K（1~8）和

FK 的關係。  
 能寫出 K 比 K-1 增

加的交點數。 

 能寫出 K（1~8）和

FK 的關係。  
 能寫出 K 比 K-1 增

加的交點數。 
只能完成一項 

 部分寫出 K（1~8）

和 FK 的關係。  
 部分寫出 K 比 K-1
增加的交點數。 

 無法寫出 K（1~8）

和 FK 的關係。  
 無法寫出 K 比 K-1
增加的交點數。 

遞迴 
推理 

 能寫出 FK-1 和 FK

的遞迴關係（K = 
1~8）。 

 推演出 F12 和 F11 的

遞迴關係。 

 能寫出 FK-1 和 FK

的遞迴關係（K = 
1~8）。 

 推演出 F12 和 F11 的

遞迴關係。 
只能完成一項 

 部分寫出 FK-1 和 FK

的遞迴關係（K = 
1~8）。 

 部分推演出 F12 和

F11 的遞迴關係。 

 無法寫出 FK-1 和 FK

的遞迴關係（K = 
1~8）。 

 無法推演出 F12 和

F11 的遞迴關係。 

函數 
關係 

 能進行數學歸納以

系統邏輯推理出函

數。 

 能進行數學歸納但

無法以系統邏輯抽

像推理出函數。 

 僅能部分進行數學

歸納但無法以系統

邏輯完整推理出函

數。 

 能進行數學歸納以

系統邏輯推理出函

數。 

 
表 5 

組型設計評分規準 

項目 評分規準與分數 
正確性 
系統性 
獨特性 

ˇ 

ˇ 

ˇ 

ˇ 

ˇ 

ˇ 

 

 

 

設計作業 3 分 2 分 1 分 0 分 

圖形設計 
示例 

  

圖形設計 
說明 

8 線組型排列獨特且

清晰，將平面分割成

37 塊。 

8 線雖組型排列清晰

但不具獨特，將平面

分割成 37 塊。 

8 線沒有組型排列，

將平面分割成塊 37
塊。 

8 線排列不清晰亦不

獨特，將平面分割區

塊< 37 塊。 
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四、資料之蒐集與分析 

資料分析以量化分析為主，旨在分析不同實施方式（實驗處理）的成效差異，包括

單因子共變數分析、單因子變異數分析以及階層線性模式（hierarchical linear models, 
HLM）。各種分析整理如下： 

（一）單因子共變數分析：檢視不同組別在 MCT 前、後測成長差異，以評估不同

實驗處理對學生在邏輯推理的延展力。 
（二）單因子變異數分析：進一步深入檢視不同組別在對應、遞迴與函數三種層次

推理能力之差異。 
（三）階層線性模式：分析不同組別學生在 POT 學習歷程的表現，透過初期、中

期和後期三階段的分數變動，以 HLM 來檢核三組學生的起始能力與組型設

計創意的差異。HLM 所具備的成長斜率分析可檢視三組學生在數學歸納學

習歷程中的組型設計創意之成長潛力，以及數學歸納學習模組以 ICT 和實物

為學習輔具的應用效益與遷移量。 

肆、研究結果與討論 

本研究發展數學歸納學習模組，並分析 ICT 工具組、實物操作組與控制（傳統講述）

組三種實施方式的應用效益。同時透過學生在組型設計顯示出的迷思概念，以俾利日後

進行補救教學。  

一、共變數分析基本假定之檢測 

三組學生在 MCT 前測的分數為共變數，對此資料進行檢視，其變異數同質性檢定

之 F = 0.26，p = 0.78 > 0.05，未達顯著水準，顯示符合變異數同質性假定條件。而在迴

歸係數同質性檢定之 F = 1.59，p = 0.21 > 0.05，亦未達顯著水準，故可以將三組斜率視

為相等，符合組內迴歸係數同質基本假定，因此本研究資料適合進行共變數分析。 

二、不同組別學生在數學推理整體表現結果呈現顯著差異 

表 6 呈現三組學生在 MCT 表現的描述統計對照，資料顯示 ICT 組、實物操作組和

控制組學生在前測表現的平均數分別是 19.23、17.00 和 17.10，標準差依序為 8.91、8.20
和 8.41；在後測表現的平均數分別是 45.04、34.85 和 28.34，標準差依序為 16.83、12.23
和 14.02。將組別設為自變項，MCT 前測為共變數，MCT 後測為依變項，進行共變數

分析後結果達顯著水準，F = 9.54，p = 0.03 < 0.05。此結果顯示三組學生排除起始點差

異後，數學歸納學習模組的學習成效呈現顯著差異。 
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表 6 

不同組別學生邏輯推理測驗前、後測結果的描述統計 

組別（人數） 前測 後測 
M SD M SD 

ICT（27） 19.23 8.91 45.04 16.83 
實物（26） 17.00 8.20 34.85 12.23 
傳統（29） 17.10 8.41 28.34 14.02 
總和（82） 17.81 8.48 35.90 15.93 

 
進一步以 Scheffe 法進行事後考驗，表 7 顯示 ICT 組顯著優於實物組（p = 0.01）和

傳統教學組（p < 0.01），表示數學歸納學習模組透過 ICT 心智工具的成效達到最大；但

是實物操作組和傳統講述組則沒有顯著差異（p = 0.22）。 
 

表 7 

不同組別學生邏輯推理測驗前、後測結果的事後考驗摘要表 

組別（I） 組別（J） MD（I-J） SE p 
ICT 傳統 16.73 3.88 0.00 
ICT 實物 11.53 4.35 0.01 
實物 傳統 5.20 4.21 0.22 

三、不同組別學生學習後在對應、遞迴與函數推理表現結果皆呈現顯著差

異 

本研究進一步探討不同教學法（不同組別）在對應、遞迴與函數三個不同推理層次

的表現，表 8 呈現三組學生在推理歷程中每個階層學習後的描述統計對照，三組學習方

式皆呈現對應與遞迴優於函數的概況。將學生在三個層次推理表現進行變異數分析，結

果三者的 F 值分別是 14.24（p < 0.01）、27.47（p < 0.01）和 7.57（p < 0.01），顯示不同

教學法對學生在對應、遞迴與函數的學習成效的確有所差異。 
 

表 8  

不同組別學生在對應、遞迴與函數推理能力的描述統計 

班級 對應推理  遞迴推理 函數推理 
M SD  M SD M SD 

ICT 6.35 1.94  7.31 1.96 3.23 3.92 
實物 5.12 2.30  5.36 3.60 0.64 2.22 
傳統 3.41 1.92  1.62 2.93 0.55 2.06 

 
（1）其次藉由 Scheffe 法進行事後考驗，結果如表 9 所示，顯示在抽象層次較低的

對應推理與遞迴推理中，ICT 組與實物操作組皆顯著優於傳統講述組，但 ICT 組與實物

操作組兩者的成效則未達顯著差異。由學習歷程中發現無論是 ICT 組與實物操作組的學

生在進行對應推理與遞迴推理歷程時的學習動機都優於傳統講述組，嘗試解題時兩組的

專注性與持久性皆優於傳統講述組，此可能是造成學習成效差異的原因。 
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（2）在抽象層次較高的函數推理中，ICT 組優於實物操作組和傳統講述組，而實

物操作組與傳統講述組兩者的成效則未達顯著差異。函數推理的學習是必須彙整對應與

遞迴推理的系統性結果，進一步抽象出此函數的組型，實物操作組的學生，在對應推理

與遞迴推理時有不錯的持續力，但彙整兩組模式化過程則無法持久，而 ICT 組學生則在

彙整歷程反覆透過 ICT 輔具不斷嘗試解題，此可能是實物操作組無法優於講述組的因

素。 
整體而言，無論是 ICT 工具或實物，對抽象程度較低的學習內容，皆具備相當程度

的協助量，所以兩組的學習效果皆顯著優於傳統講述組；然而，ICT 輔具則能在較高抽

象層次的函數推理中產生最高的教學效果，此發現說明了科技化的心智工具是高抽象化

數學歸納學習時最佳的學習輔具選擇。 
表 9  

不同組別學生對應、遞迴與函數推理結果的事後考驗摘要表 

項目 組別（I） 組別（J） MD（I-J） SE p 

對應推理 
ICT 傳統 2.93 0.55 0.00 
ICT 實物 1.23 0.57 0.11 
實物 傳統 1.71 0.56 0.01 

遞迴推理 
ICT 傳統 5.69 0.78 0.00 
ICT 實物 1.95 0.81 0.06 
實物 傳統 3.74 0.79 0.00 

函數推理 
ICT 傳統 2.68 0.77 0.00 
ICT 實物 2.59 0.80 0.01 
實物 傳統 0.09 0.78 0.99 

四、不同組別學生在圖形組型設計創意成長分析 

組型設計是協助學生抽象化的鷹架，以三組學生在組型設計動態評量的表現作為數

學歸納學習時的創意表現。藉由學生在正確設計的基礎上來評估其獨創性，並從他們的

錯誤組型設計檢視其迷思概念類型。表 10 為三組學生組型設計歷程（初期、中期、後

期）中創意表現的描述統計對照。 
 

表 10 

不同組別學生在圖形組型設計歷程創意的描述統計 

班級 初期 中期 後期 
M SD M SD M SD 

ICT 0.40 0.60 1.27 1.00 2.15 0.88 
實物 0.28 0.54 0.36 0.49 0.76 0.83 
傳統 0.07 0.26 0.10 0.31 0.90 0.98 

 
研究透過 HLM 探討不同實驗處理，對學生在直線分割平面的組型設計之起始能力

與成長斜率差異，以檢核三種實驗處理對學生在設計創意的學習潛力，圖 2 呈現三組學

生在組型設計歷程創意的成長對照剖面，結果簡述如下： 
（一）無條件模式 

探討不同處理對學生的組型設計創意能力是否產生影響，表 11 呈現無條件模式與
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條件模式的階層一與階層二之線性方程式對照，第一個層次為受試者內設計，無條件

模式中截距為全體學生起始平均能力 γ00（G）= 0.19，p = 0.21 > 0.05，未達 0.05 顯著水

準，顯示學生在線條組型設計的起始能力未高於 0；透過斜率來看整體學生的平均成長

率 γ10（G）= 0.51，p = .00 < 0.05，達顯著水準，顯示本研究所研發的學習模組整體而言對

學生組型設計創意的成長具有實質功效。 
（二）條件模式 

組別與實驗處理模式分析結果，其中實物操作組斜率的指標 γ10 = 0.06，由於 p > 
0.05，因此實物操作組在初期、中期與後期三次時間呈現的組型創意推理能力之成長率

未達顯著水準，換言之，採用實物進行邏輯推理時，組型設計能力在研究歷程中並未有

顯著成長；ICT 組和傳統講述組的斜率指標 γ11（B）與 γ12（B）分別為 0.82（p < 0.01）與

-0.03（p < 0.01），顯示以 ICT 工具進行學習的學生，在組型設計的成長能力顯著優於實

物操作組學生，達顯著差異;而以傳統講述進行學習的學生，在組型設計的成長能力顯著

低於實物操作組學生，亦達顯著差異；整體資料顯示 ICT 的協助可有效增益學生在高層

次數學推理的創意表現，因此學生在初期、中期和後期歷程學習的調整較快，成長斜率

優於其他二組。 
 
表 11  

組別與實驗處理兩個不同模式所得到的參數之比較 

固定效果預測變項 
模式 1（無條件模式） 模式 2（處理效果模式） 

係數 SE t p 係數 SE t p 
起始點（γ00（B）） 0.19 0.11 1.74 0.21 0.07 0.06 0.88 0.23 

ICT 組（γ01（B））     0.27 0.11 2.33 0.02 
傳統組（γ02（B））     -0.09 0.08 -1.06 0.29 

直線成長率（γ10（B）） 0.51 0.15 3.37 0.00 0.06 0.07 1.00 0.32 
ICT 組（γ11（B））     0.82 0.08 10.48 0.00 
傳統組（γ12（B））     -0.32 0.06 -5.76 0.00 

 

 
圖 2 三組學生在組型設計歷程創意的成長對照剖面 
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六、學生在圖形組型設計呈現的迷思概念 

從學生在組型設計所呈現的錯誤類型，可明顯看出迷思概念，初期三組學生皆出現

各種錯誤類型，經過中期的調整後，後期實物組學生出現的迷思概念有共點型（至少 3
線交於一點）、平行型（至少 2 線平行）、棋盤型（線呈平行線與垂直線交叉）、輻射型

等（所有線共點成束狀）（詳見圖 3~圖 6）；ICT 組學生則較常出現平行型與共點型的迷

思概念；而傳統講述組學生則涵蓋上述所提到的所有錯誤類型，在嘗試時比較沒章法且

圖形顯得凌亂，教室觀察也發現，他們在嘗試過程中會由某種錯誤類型轉換到另一種錯

誤類型，並不斷重複出現。整體而言，不同組別學生在歷程中出現的迷思概念類型大致

相同，初期三組學生出現錯誤類型的比例幾乎相同，中期以後比例呈現顯著差異。ICT
組學生隨著學習經驗累積，迷思概念進入中期大部分會消失，此現象說明了 ICT 組學生

已覺察直線之間的「交點」是關鍵因素；就實物組與傳統組學生而言，迷思概念在中、

後期發生的機率仍然偏高，亦即兩組學生尚無法掌握「交點」這個關鍵因素。根據這些

發現，ICT 心智工具的確能協助學生掌握數學歸納的核心關鍵，提高推理層次，達到較

佳的應用效益，因此可被用為學習數學歸納的利器。 
 

 
 
 
 
 
 

   

圖 3 共點型組型設計 圖 4 平行型組型設計 圖 5 棋盤型組型設計 圖 6 輻射型組型設計

伍、結論與建議 

本研究透過嚴謹的準實驗程序，實徵檢核數學歸納學習模組透過不同實施方式的應

用效益，以評估高階推理融入國小高年級課程的可能性，並關注 ICT 工具所提供圖形鷹

架之優勢，是否能降低學生高階推理的認知負荷，達到優質引導。本研究有五項重要的

發現：第一、在數學推理整體表現（MCT 的得分）上，ICT 組表現最佳，實物操作組與

傳統講述組則無顯著差異；第二、在抽象層次較低的對應推理與遞迴推理中，ICT 組與

實物操作組皆顯著優於傳統講述組，但 ICT 組與實物操作組兩者的成效則未達顯著差

異；第三、在抽象層次較高的函數推理中，ICT 組優於實物操作組和傳統講述組，而實

物操作組與傳統講述組兩者的成效則未達顯著差異；第四、ICT 心智工具亦可有效提升

學生在高層次數學推理的創意表現。第五、學生有棋盤型、平行型、共線型和輻射型四

種錯誤組型。根據這些發現，提供以下建議： 

一、視覺化的學習模組有效降低認知負荷並協助高層次推理 

經過實驗驗證，本研究所研發的學習模組運用在國小高層次數學推理課程的成效確

實達到顯著，不論是 ICT 組或實物操作組，在中與低抽象層次的學習成效優於傳統講述
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教學，此研究結果支持許多學者對提供適切的視覺表徵物以降低認知負荷之看法（Harris 
& Nunez, 1996; Markovits, et al., 1995; Pears & Bryant, 1990），本研究也為此看法提供具

體的數學歸納學習模組示例。根據 Sweller（2004）的認知負荷理論（cognitive load 
theory），教學設計影響學生的認知負荷，有效的教學設計能夠降低認知負荷，尤其是外

在認知負荷（extraneous cognitive load）。高層次的抽象思考內容，比如代數表徵，是許

多學生在學習時所面臨到的挑戰（劉家樟、楊凱琳、許慧玉，2012；Booth, 1984; Kieran, 
1989），因此如何運用有效策略去幫助學生進行高層次的抽象思考，是教學研究與實務

的重要課題。本研究 ICT 組結合圖形鷹架，提供系統化的課程設計，降低學生的學習認

知負荷，有效引導學生進行高層次的推理學習；此外，本研究擴展過去僅以 ICT 與傳統

教學的比較（陳沅，2007），進一步把同樣具備視覺優勢的實物操作加入比較，結果發

現無論是 ICT 或實物對學生的數學推理皆有助益；然而，實物操作雖具備視覺優勢，卻

只能達到較低層次的對應推理以及少部分的中層次抽象推理，無法有效協助學生發現數

學歸納中的關鍵因素，因此難以覺察高層次的函數關係。此結果顯示 ICT 心智工具的運

用價值超越實物操作，提升學生的抽象思考能力到更高的層次，據此本研究更精細地比

較出 ICT 與實物在推理層次上的效果差異。科技化心智工具的運用成效已有文獻驗證，

如廖本裕（2010）所建置的寫作認知心智工具平台，然以科技化心智工具融入國小高年

級數學歸納課程則是新嘗試，研究結果也都支持 Jonassen（1996）提出將心智工具做為

學習夥伴以協助學生發展高層次思考的可行性。 

二、科技化數學歸納學習模組能讓學生藉由反思達到知識質與量的擴充 

本研究所提供的 ICT 圖形化鷹架具備開放性與操作性，讓學生在實作中啟動工作記

憶進行學習並適時提取長期記憶中的知識基模，使其在推理過程中結合新舊概念以產生

最佳學習效果（Hoffer, 1997）。也就是鷹架所提供的系統引導，讓學生在嘗試中不斷進

行反思（reflection）與調整策略，連結先前思考的對與錯，進而不斷修訂。歷程觀察發

現，在同議題的自主嘗試持續性時間三組存在差異，ICT 組、實物組和控制組約呈現 4：

3：2。此應與 GSP 鷹架學習系統所具備的調整便利性有關，有利於學生反覆嘗試時與

思考的推論進行比對，此特色符合 Norman（1993）反省式思考的內涵，他認為反省式

思考包含儲存暫時性的結果、根據所儲存的資訊推論以及在新舊概念間來回反覆思索。

整體而言，本科技化教學模組的鷹架系統有助於推理歷程的知識統整，在新舊知識的互

動從認知負荷理論的觀點亦有重要的意涵，因為此代表著儲存在長期記憶中的資訊能夠

轉移到工作記憶中，進而擴大工作記憶的容量與延長其原本短暫的保存期限（Sweller, 
2004）。再者，此特色亦符合 Kozulin（1990）提到「意義」才是人類知覺的要素，透過

大腦對應外界訊息，連結到先前的知覺活動，並建構知識基模作為個體適當反應的依

據。此外，本研究結果也突破過去知識擴散中純粹強調人和人之間的知識擴散，印證自

我知識概念化歷程，透過 ICT 輔具達到抽象化知識質與量的擴充。 

三、組型設計中的迷思概念可為後續補救教學提出具體方向 

本研究結合數量推理與組型設計，以及數與圖像的優勢，以協助具體化與抽象化概
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念學習歷程的鏈結。三組學生在組型設計初期皆出現棋盤型、平行型、共線型和輻射型

四種迷思概念，顯示學生在此期都尚未發現交點是直線分割平面最大化的關鍵，此結果

與陳沅（2007）的研究相符。棋盤型、平行型、共線型和輻射型四種迷思概念大致可歸

為兩類，棋盤型、平行型屬於圖形中都有直線平行的關係，學生出現此類圖型可推知無

法理解直線在平行關係時，交點數無法最多。共線型和輻射型屬於圖形中都有 3 條線共

點的關係，學生出現此類圖型顯示無法理解此時亦無法產生最多交點。然而，同樣是具

備視覺優勢的操作工具，ICT 比實物更能讓學生覺察到歸納推理的關鍵因素，而在組型

設計方面，ICT 的協助效果亦優於實物操作。整體而言，ICT 組學生的迷思概念大致在

中期就有不錯的調整，反觀實物組學生必須到後期才開始出現調整，而且調整幅度顯著

低於 ICT 組;傳統講述法在數學推理上呈現明顯弱勢，在低層次推理上學生已經無法有

效進行運作，因此在組型設計成功的比例偏低，出現獨特性設計的比例更低。研究結果

提出補救教學運用上三個建議，其一是學生在此教學主題上因沒有相關經驗，因此難以

覺察在數學歸納過程中所潛藏的「交點」變因，此點說明在教學上如果僅重視結果，學

生將欠缺掌握問題解決關鍵的能力;其次是應重視學生的錯誤類型所呈現的不同迷思概

念進行補救，方能提升補救的最大化效益;再者提供給學生最有利的心智工具，的確能協

助學生掌握學習困難的關鍵，針對真正困難處進行補救教學，才能提升有效教學的比率。 

四、ICT 學習模組可運用在普通學生，有效提升其推理學習 

許多實務教師對高層抽象思考課程有不正確的觀念，認為此課程只能運用在資優學

生。雖然有研究在資優學生知識移轉鷹架化模式效益之探討中，證實高階推理課程實施

的有效性（陳沅，2007），但是在高階推理課程推廣時卻難以說服任教普通班的教師。

本研究以普通班學生為研究樣本，結果顯示即便是高階邏輯推理議題，只要結合適切的

ICT 心智工具，且具備系統化的學習引導，就能讓普通學生進行學習，且能有效提升普

通學生的推理層次。研究歷程中的觀察，學生不但不害怕開放性與陌生的問題解決情

境，反而十分專注在嘗試解題的過程中。本研究的發現為數學歸納的科技化學習，注入

令人驚喜的希望。 

五、研究限制與建議 

本研究因無法以隨機方式來分配每位研究參與者至三組，而是以整班為單位隨機分

配至三組，所以在研究設計上，仍是屬於以原班自然成組的準實驗設計。本質上，其研

究結果對因果關係之推論較真實驗性研究設計薄弱。再者，在研究過程中為實物操作組

所提供的長形木棒，仍然可能過粗，且有能滾動的缺點，因此對某些學生可能不方便看

清楚每個線條交點。另外，數學歸納學習模組使用直線分割平面為教材，僅讓參與者接

觸到二維度的問題，因學校能配合的時間有限，故教材未能延伸至更深入的三維度問題。 
針對上述的研究限制，在此建議未來可持續進行之相關研究方向。將來的研究可採

用更為嚴謹的隨機分組設計，將每位研究參與者隨機分配至各組以進行真實驗性研究。

將來的研究亦可提供實物操作組更細長且無法滾動的條狀物，發揮實物操作的最大功

效，以便更公平客觀地比較 ICT 組與實物操作組的學習表現。除此，實驗教學的教材內
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容將來可以擴展至三維度的問題，例如平面分割空間。另外，還有一項未來研究建議是

還可以針對學生在組型設計時所出現的棋盤型、平行型、共線型和輻射型四種迷思概

念，做更深入的探究。 
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附錄一：數學推理測驗（MCT）示例 

螞蟻王國分土地，國王以圓畫分出區域賞給士兵，每個區域分

給一位士兵，四個圓最多可以分成右圖，用 5 個圓來分最多可

以分給幾個士兵？ 
(1)10 (2)11 (3)12 (4)13 (15)14 
下圖用頂點珠組成的骨架圖，由步驟一到步驟三的拼組方法以此類推，那麼步驟十

的骨架圖會需要幾個頂點珠？ 
(1)100 (2)102 (3)199 (4)200 
(5)250 
 
 
 

 

附錄二：組型設計測驗（POT）示例 

學習任務：用 8 條線設計一個分割平面最大化的組型 
作業設計類型：ICT 組作業系統為 GSP 
作業設計問題情境： 
某一位文化局長想在市中心的休閒廣場設計一個最璀璨的圖案，他公開甄選設計

藍圖。設計規則是圖案由 8 條線所構成，當電源啟動時，每條線會按組型排列依

序整齊出現，線之間的交會點將放射出像鑽石般亮光，請發揮創意設計出最璀璨

的組型圖型。 
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附錄三：ICT 邏輯推理問題解決學習單 

◎直線最大分割平面挑戰 

雷射線 K 1 2 3 4 5 6 7 8 

增加的交點數 0        

最多分割 FK 塊 2 4       

K=1 F2=F1+2 

K=2 F3=F2+3 

K=3  

K=4  

K=5  

K=6  

K=7  

K=8  

K=12  

找出 F8 和 F1 的關係             
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附錄四：數學歸納學習模組教學流程示例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

遞迴學習單 

學習主題：直線最多分割平面 

 教學提示：F1、F2…F8 代表 1、2…、8 最多分割塊數 
 找出 F2 和 F1，F3 和 F2…..F8 和 F7 的關係 

長棒形遞迴示例 圖示遞迴示例 

遞迴學習單 遞迴學習單 遞迴學習單

 由 F2 和 F1，…..F8 和 F7 的關係，推衍出 F12 和 F11 關係 

GSP 遞迴示例

自
己
嘗
試 

第 
一 
節 系

統
對
應
教
學 

實物操作組
利用長棒形教具

學習單 

控制組 
利用紙本圖式 

學習單 

ICT 心智工具組
利用 GSP 輔具 

學習單 

 教學提示：最多分割的關鍵是直線的交點數
 注意第 2 條比第 1 條分割增加幾塊?第 3 條比第 2 條分割
增加幾塊………

自
己
嘗
試 

解說長棒形示例 解說紙本圖示例 解說 GSP 示例

第 
二 
節 

遞迴關係教學：完成 N-1 和 N 條線的分割塊數關係 

對應關係教學：完成 1~8 線與面分割塊數對應關係 

 學生自行嘗試解題並記錄在學習單(附件三)
 教師觀察學生解題方式 

 教學提示：由 F2 和 F1，F3 和 F2…..F8 和 F7 的遞迴關係，
推衍出 F8 和 F1 關係

函數關係教學：完成 K 條線和最大分割數 F(K)的關係 

遞
迴 
策
略 
教
學 

遞迴學習遞迴學習單

 教學提示：由 F8 和 F1 的關係，推衍出 FN 和 F1 關係 

第 
三  
節 

函
數
推
演
示
例
解
說 

遞迴學習單 
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GSP 組型設計

第 
六  
節 

獨
特
作
品
欣
賞 

長棒形遞迴示例 圖式遞迴示例 GSP 遞迴示例

 教學提示：舉例說明獨特作品與非獨特作品的差別 

鼓勵學生創造獨特組型的作品 

紙筆組型設計 長棒組型設計

 教學提示：分析與統計組型設計各類型出現比例 
 共同討論出中後期設計得分趨勢 

第 
五 
節 

學習主題：數學歸納圖形組型創意性設計 

 教學提示：共同討論大家作品的迷思概念
 組型設計示例介紹 

長棒組型設計 紙筆組型設計 

 提供組型設計示例進行教學後再嘗試設計

實物操作組
利用長棒形教具

畫在學習單 

控制組 
利用紙本圖式 

畫在紙上 

ICT 心智工具組
利用 GSP 輔具 
畫在 GSP 上 

 教學提示：組型是由 1~8 條線設計圖中可以推出第 9 
           條以後的設計趨勢 

 圖形中直線最大分割平面

圖形組型設計中期：1~8 線分割平面組型設計圖 2 

圖形組型設計初期：1~8 線分割平面組型設計圖 1 

 學生嘗試圖形組型設計（說明組型意義）
 教師說明必須達到正確性（最大分割） 

GSP 組型設計

討論 GSP 組型設計圖 討論棒形組型設計圖 討論紙筆組型設計圖

自
己
嘗
試 

組
型
設
計
說
明 

第 
四 
節 

組
型 
設
計
示
例 

自
己
嘗
試 
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Examining How the Technology-Based Learning 

Module Benefits Mathematical Induction Curricula 

in Elementary Schools 
 

Yuan Chen 

Teacher, Tainan Municipal Sin-Nan Elementary School  

Chen-Yao Kao 

Professor, Department of Special Education, National University of Tainan  
 
 

ABSTRACT 
The purpose of this study was to examine how the technology-based 

mathematical-induction-learning module influenced inference of elementary school 
students. A total of 82 sixth-graders from three regular classes were recruited to participate 
in this study. The three classes were randomly assigned to the three groups: the ICT group, 
the object-manipulation group, and the control group. The research procedures included a 
pre-test, implementation of technology-based learning module, and a post-test. All of the 
three groups experienced the same procedures. The only difference between the three 
groups was the way the learning module was taught. Through the analysis of covariance, 
the difference of the three groups’ performances on mathematical reasoning was examined. 
In addition, these students’ initial pattern-design ability and growth slope of this ability 
were also analyzed by the Hierarchical Linear Model. As the research results demonstrated, 
the ICT group performed better on general mathematical reasoning tasks than the 
object-manipulation group and the control group. The results also showed that the ICT 
learning module could enhance logical reasoning by providing the figural scaffolding, 
which helped students reflect and find out the key points in problem solving. 

 
Key words: correspondence, function, logical reasoning, mathematical 

induction, recurrence 
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